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概 要 著者は [21]において正則可測性という概念を導入し，多くの複雑な文脈自由言
語が正則可測である一方，「原始語全体の集合」と言う組合せ論的に重要な言語が強い意
味で非可測であることを示した．ある言語 Lが正則可測であるとは，直感的には Lが正
則言語でいくらでも近似できる，すなわち Lに「収束」する正則言語の無限列が存在す
ることを言う．
本論文では [21]で考察されていなかった，可測な言語全体の一般的な性質について議

論する．また，正則言語の部分族であるいくつかの言語族について，その言語族におい
て可測な言語全体の集合を明らかにする．

1 はじめに
非常に複雑な形をしたオブジェの体積を測るにはどうすれば良いだろうか？もしそれが水に濡ら

しても良いものであれば，手っ取り早い方法は水を満たした直方体の桶に糸で吊ったオブジェをゆっ
くりかつ完全に沈め，引き出し，減った水位から溢れた水の量を計算すれば良い．溢れた水の量は
オブジェを「覆う」のに必要な水の量なので，それがオブジェの体積の良い目安になるだろう．こ
のように，図りたい対象X ⊆ Rdを基本集合と呼ばれる性質の良い集合 Y ⊇ X で覆い，Y の体積
をX の体積の目安 (外側からの近似値)とすることは測度論においても常套手段である．
例えばLebesgue測度においては，実数 a ≤ b ∈ Rに対し区間 I = [a, b], [a, b), (a, b], (a, b)の長さを

|I| = b−aで定め，d個の区間の直積B = I1× . . .×IdをRdの直方体 (体積は |B| = |I1|× · · ·× |Id|)
と呼び，直方体の可算和を基本集合とみなす．集合X ⊆ Rdの Lebesgue外測度は

m∗(X) = inf

{ ∞∑
n=1

|Bn|

∣∣∣∣∣
∞⋃
n=1

Bn ⊇ X;各 nでBnは直方体
}

として定義され，これはXを基本集合で「覆う」のに必要な体積の下限となっている．XがLebesgue

可測であるとは，
∀S ⊆ Rd m∗(S) = m∗(S ∩X) +m∗(S ∩X)

を満たすことであった．上の条件は Carathéodory条件と呼ばれる．
自然数全体 N(3 0)のような可算無限な集合に対しても，実はこの測度論的な手法は適用できる．

Buck [5]はまず自然数 p, q ∈ Nに対して等差数列A = {pn+ q | n ∈ N} 1の密度を d(A) = 1/p (た
だし p = 0の場合は d(A) = 0)と定め，等差数列の有限和を基本集合とみなし，X ⊆ Nの外密度を

d∗(X) = inf

{
k∑

n=1

d(An)

∣∣∣∣∣
k⋃

n=1

An ⊇ X; k ∈ Nかつ各 nでAnは等差数列
}

で定義した．Lebesgue測度のときと同様に，BuckはX ⊆ Nが Carathéodory条件
∀S ⊆ N d∗(S) = d∗(S ∩X) + d∗(S ∩X)

を満たすときにX は可測と言い，値 d∗(X)をX の測密度 (measure density)と呼んだ．
1pは 0であっても良く，単元集合 {q}も等差数列と本論文では呼ぶ．
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著者が [21]で導入した正則可測性は，Buck [5]の測密度の形式言語への拡張となっている．すな
わち，言語 L ⊆ A∗に対して密度を定義し，正則言語を基本集合とみなし，外密度を経由して言語
の可測性を定義する (厳密な定義は次節で行う)．A = {a}の場合はA∗と Nは同一視でき，この場
合は正則可測性とBuck [5]の意味での可測性は精確に一致する．よって正則可測性は測密度の多次
元 (#(A) ≥ 2)かつ非可換 (一般に u, v ∈ A∗で uv 6= vu)な一般化と見なすことができる．しかし，
[21]では概念の一般化だけが動機ではなく，原始語予想と呼ばれる具体的かつ組合せ論的な未解決
問題へのアプローチとして正則可測性を導入し，いくつか非自明な結果を得ている (次節の補足 17

と補足 21で簡単に説明する)．
[21]で導入した正則可測性は萌芽的な概念であり，まだまだ不明な点が多い．特に

言語が正則可測であるとはどういうことか？

については，ほとんど明らかになってないと言って良い．[21]では様々な正則可測・正則非可測な
具体例を構成しているが，一般の言語クラス Cに対する C可測な言語の性質 (例えば C可測な言語
全体のなすクラスの閉包性や決定可能性，可測性の別の特徴づけ，などなど)については考察され
ていなかった．本論文ではこれら基礎的な性質について注目し議論を進めていく．

貢献
本研究は [21]の継続であり，2.3 節では [21]の結果も簡単に解説する．本論文において引用のな

い定理・系は（著者の知る限り）全て新しい定理であり，本論文での貢献はおもに以下の４つから
なる：

1. 密度を持たない言語・正則可測な言語の具体例 (定理 7，定理 18–19)

2. C可測な言語全体の閉包性，正則可測性の (条件付きの)決定不能性およびC可測性のCarathéodory

条件による特徴づけ (定理 22–26)．
3. 正則言語のいくつかの部分クラス Cに対する C可測性の考察 (定理 39–系 47)

4. 密度や C可測性に関する問題と研究方針の提案 (予想 24，問題 49–51)．

構成
本論文の構成は本節を除くと４つの節からなり，それぞれ上記の貢献 (1)–(4)に対応する：続く 2

節では言語の密度および可測性を定義し，密度を持たない言語・正則可測な言語の具体例を紹介する．
その後 3節で一般の言語クラス Cに対して C可測な言語全体のなすクラスの閉包性やCarathéodory

条件による特徴づけについて議論する．また、文脈自由言語に対する正則可測性の (ある予想の上
での)決定不能性を示す．4節では，局所多様体と呼ばれる良い閉包性を満たす正則言語のいくつか
の部分クラス Cについて注目し，それらのクラスにおける C可測性を明らかにしていく．4節では
代数的言語理論の道具が必要になるため，簡単な入門 (4.1 節)を含めた．本研究のまとめは 5節で
行い，それまでに得られた定理や予想から今後の課題や方針を述べて終わる．
本論文全体において，形式言語理論や代数的言語理論の知識がなくてもなるべく話の流れがわか

るよう，基礎的な定義・概念は可能な限り省略せずに書き例も多めに載せている．

2 形式言語の密度と可測性
形式言語理論の必要最低限な基本用語を 2.1 節で導入する．続く 2.2 節で言語の密度を導入し，最

後に 2.3 節で可測性を定義し正則可測・正則非可測な言語の例をいくつか紹介する．
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2.1 形式言語の基本用語
形式言語理論において，アルファベットとは単に空でない有限集合のことを差し，アルファベッ

トの要素を文字と呼ぶ．以降，変数Aは常にアルファベットを表す. A上の語とはAに属する文字
aiを有限個並べた列：a1a2 · · · an である．語には連接 · という演算を考えることができ，2つの語
u = a1 · · · ai, v = b1 · · · bjの連接 u · vは uと vを並べたものを表す：u · v = a1 · · · aib1 · · · bj . 語wを
n個連接した文字列を wnで表す．例えば a3 = aaaで (ab)2 = ababである．語 w = a1 · · · anの長
さを |w|で表す：|w| = n．εで長さが 0の語 (空語)を表す．集合X の濃度を#(X)で表し，X が
無限集合の場合は#(X) = ∞とする (本論文に現れる無限集合は全て可算である)．また集合X の
補集合をXで表す．語w = a1 · · · an中の a ∈ Aの個数を |w|aで表す：|w|a = #{i | ai = a}. A上
の全ての語の集合をA∗で表し，A上の長さが nである語の全ての集合をAnで表す．語 wと uに
ついて，ある x, y ∈ A∗が存在してw = xuyが成り立つときにwは uを部分語に含むと言う．言語
Lに対して L ∩ A∗wA∗ = ∅，すなわち Lに属するどの語も wを部分語に含まないとき，Lは wを
禁句に持つと言う．逆に Lが任意の語 wに対して L ∩ A∗wA∗ 6= ∅となるとき，Lは稠密 (dense)2

であると言う．
A上の言語とはA∗の部分集合のことを指す．すなわちL ⊆ A∗となるLを言語と呼ぶ．任意の 2

つの言語 L,M の連接 L ·M は以下のように語の連接を拡張して得られる：L ·M = {uv ∈ A∗ | u ∈
L, v ∈ M}. 言語 Lに対し，Lnで言語 Lの n回の連接 L0 = {ε}, Ln = L · Ln−1を表す．言語 Lに
対して，そのKleene閉包 L∗は L∗ = ∪∞

n=0L
nで定義される．A上の言語 Lに対し，文字列 u ∈ A∗

による左商 u−1Lと右商 Lu−1は次のように定義される：
u−1L = {v ∈ A∗ | uv ∈ L} Lu−1 = {v ∈ A∗ | vu ∈ L}

本論文における言語のクラスCとは全てのアルファベットで添字付けられた言語の族C = {CA}A:アルファベット
で各アルファベットA ⊆ Bに対して CAの要素はA上の言語 (CA ⊆ 2A

∗
)かつ CA ⊆ CB を満たすも

のである．あるAについて L ∈ CAであることを単に L ∈ Cと書けることにする．以下に，本論文
の考察の中心となる言語クラスを導入する．

定義 1 (正則言語，有限・補有限言語，星無し言語). 言語 Lについて濃度が有限 (#(L) < ∞)の場
合はLを有限な言語と呼ぶ．言語Lが有限な言語に対する有限回の和集合・連接・Kleene閉包の適
用で表現できるとき，Lを正則言語 (regular language)と呼ぶ．正則言語全体のクラスをREGで表
す．ぶ．Lの補集合 Lが有限 (#

(
L
)
< ∞)の場合は Lを補有限な言語 (cofinite language)と呼ぶ．

有限または補有限な言語全体のクラスを FINで表す．言語 Lが有限な言語に対する有限回の Bool

演算 (和集合・積集合・補集合)および連接の適用で表現できるとき，Lを星無し言語 (ほしなし言
語，star-free language)と呼ぶ．星無し言語全体のクラスを SFで表す．

正則言語のクラス REGは補集合に閉じているため，星無し言語は定義より正則言語でもある．
REGや FINについてはよく知られているため例は不要であろうが，星無し言語 SFの例をいくつ
か挙げる．

例 2. 星無し言語はその名の通り Kleene閉包 (演算 ∗ は “Kleene star”とも呼ばれる) を使わず，
その代わりに補集合が使える体系で表現できる正則言語である．空集合 ∅は有限集合であるため
星無し言語であり，その補集合 A∗ = ∅も星無し言語である．任意の文字列 w に対して単元集合
{w}は有限集合であるため星無し言語である．{w}と A∗ はそれぞれ星無し言語であるため，そ
れらの連接 wA∗, A∗w,A∗wA∗ すなわち「w で始まる語全体」「w で終わる語全体」「w を部分語

2位相空間論において位相空間 X の部分集合 S が X において稠密であるとは，S の閉包 (S を含む最小の閉集合)
が X と一致することを言う．これは言語の場合において直感的には「L の部分語全体の集合 {v | ある u,w が存在し
て uvw ∈ L}が A∗ となる」すなわち稠密であることに対応している．より技術的に，A∗ を空間とみなし空集合と任意
の語 w について A∗wA∗ を開基として考えることで A∗ に位相が入り，言語 Lが禁句を持たないという意味で稠密であ
ることと，位相空間の意味で稠密であることが一致する (cf. [3]の演習問題 5.3)．
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に含む語全体」もそれぞれ星無し言語である．そのため，アルファベット A = {a, b} に対して
(ab)∗ = {ε, ab, abab, ababab, . . .}は一見有限言語 {ab}に Kleene閉包を使っているため星無し言語
ではないように思えるが，実は

(ab)∗ = {ε} ∪ (A∗aaA∗ ∩A∗bbA∗ ∩ aA∗ ∩A∗b)

と有限言語 {ε}と星無し言語A∗aaA∗, A∗bbA∗, aA∗, A∗bに対する有限回の補集合・和集合・積集合の
適用で表現できるため，(ab)∗は星無し言語である．その一方，(aa)∗は星無し言語ではないが，その
証明は難しく，4節で導入する Schützenbergerの定理 (定理 32)を用いて示すことができる．特に，
(ab)∗や aA∗は有限でも補有限でもなく，(aa)∗は明らかに正則言語であるため，FIN ⊊ SF ⊊ REG

が成り立つ．

2.2 密度
定義 3 (自然密度と密度 (cf. [21])). A上の言語 Lの自然密度 (natural density)とは次の極限

δA(L) = lim
n→∞

#(L ∩An)

#(An)

であり，極限が収束しない場合は「Lは自然密度を持たない」と言い δA(L) = ⊥で表す．A上の言
語 Lの密度 (density)とは次の極限

δ∗A(L) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

#
(
L ∩Ai

)
#(Ai)

であり，極限が収束しない場合は「Lは密度を持たない」と言い δ∗A(L) = ⊥で表す．

補題 4 ([21]). 密度を持つ言語K,L ⊆ A∗について以下が成り立つ．
(単調性) K ⊆ Lなら δ∗A(K) ≤ δ∗A(L)．
(差集合) K ⊆ Lなら δ∗A(L \K) = δ∗A(L)− δ∗A(K)．特に，δ∗A(K) = 1− δ∗A(K)．
(劣加法性) δ∗A(K ∪ L) 6= ⊥なら δ∗A(K ∪ L) ≤ δ∗A(K) + δ∗A(L)．
(加法性) K ∩ L = ∅なら δ∗A(K ∪ L) = δ∗A(K) + δ∗A(L)．
(連接) 任意の w ∈ A+に対して δ∗A(wL) = δ∗A(L)/#(A)|w|

初歩的な解析により，Lが自然密度を持つ場合は密度も持ち，さらにその値は一致することがわ
かる．しかし，一般に逆は成り立たない．言語の密度の例をいくつか見てみよう．

例 5. 例えば言語 L = (AA)∗に対しては δA(L)は収束しない (自然密度を持たない)が，δ∗A(L)は
1/2に収束する (密度を持つ)．言語 Lが有限ならば定義より明らかにその自然密度は 0になる．逆
に，Lが補有限ならば自然密度は 1となる．
任意の語wに対して，A∗wA∗すなわち「wを部分語に含む語全体の集合」の密度は 1となる．この

事実は無限の猿定理と呼ばれている．Lが禁句を持つ場合，すなわちあるw ∈ A∗でL∩A∗wA∗ = ∅
が成り立つときには，A∗wA∗ ⊆ Lのため無限の猿定理より δ∗A(L) = 1よって δ∗A(L) = 0が成り立
つ．その一方，禁句を持たないなら密度が正になるかと言えばそういうことはない．例えば半Dyck

言語 D = {w ∈ {a, b}∗ | |w|a = |w|bかつ任意の uv = wについて |u|a ≥ |u|b}3の密度は 0である (簡
単な考察から#

(
D ∩A2n

)が n番目の Catalan数になることがわかり，n番目の Catalan数のオー
ダーがΘ(4n/n3/2)となる事実からわかる)が，任意の語w ∈ {a, b}∗についてある n,m ∈ Nが取れ
て anwbm ∈ Dとすることができるため Dは禁句を持たない．

3aを開き括弧「（」だと思い，bを閉じ括弧「）」だと考えると， w ∈ A∗ が D に属すというのは「wはきちんと括弧
の対応が取れている」ことに他ならない
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注意 6. 密度はアルファベットに依存する：一般に，A上で密度を持たない言語 L (δ∗A(L) = ⊥)で
あっても，B = A ∪ {c} (c /∈ A)において L ∩B∗cB∗ = ∅となり無限の猿定理から δ∗B(L) = 0とB

上では密度を持つ．以降，単に「Lが密度を持つ」と言った場合には，常に L ⊆ A∗となる最小の
アルファベットA上で δ∗A(L) 6= ⊥ となることを意味する．

次は密度を持たない言語の例である．

定理 7. 任意のアルファベットAについて，言語
L⊥ = {w ∈ A∗ |ある偶数 nに対して 3n ≤ |w| < 3n+1}

は密度を持たない．

Proof. L⊥の密度は定義より
1

n

n−1∑
i=0

#
(
L⊥ ∩Ai

)
#(Ai)

(1)

の n → ∞での極限である．定義より，ある偶数 kに対して長さが 3k以上 3k+1未満の語は全てL⊥

に属するため，n = 3kの分数 (1)の値を 0 ≤ α ≤ 1とすると n = 3k+1での分数 (1)の値は

1

3k+1

3k−1∑
i=0

#
(
L⊥ ∩Ai

)
#(Ai)

+

3k+1−1∑
i=3k

1

 =
1

3k+1
(3kα+ 3k+1 − 3k) =

α+ 3− 1

3
=

α+ 2

3
≥ 2/3 (2)

となる．逆に，ある奇数 kに対して長さが 3k以上 3k+1未満の語は全てL⊥に属さないため，n = 3k

の分数 (1)の値を 0 ≤ β ≤ 1とすると n = 3k+1での分数 (1)の値は

1

3k+1

3k−1∑
i=0

#
(
L⊥ ∩Ai

)
#(Ai)

+
3k+1−1∑
i=3k

0

 =
3kβ

3k+1
=

β

3
≤ 1/3 (3)

となり，値 (1)は 2/3以上の値と 1/3以下の値をそれぞれ無限回取るため収束せず，したがってL⊥

は密度を持たない．

このように，言語によっては密度を持たないものもあるが，次の定理は任意の正則言語は密度を
持つことを保証する．

定理 8 (cf. [18]のTheorem III.6.1). LをA上の正則言語とする．このときある自然数 cが存在し
て，d < cとなる各自然数 dに対して次の極限が収束して有理数となる：

lim
n→∞

#
(
L ∩Acn+d

)
#(Acn+d)

系 9. 任意の正則言語は密度を持つ．

系 10. 任意の正則言語 L ⊆ A∗に対して δA(L) = 0と δ∗A(L) = 0は等価である．

さらに，正則言語においては「密度が 0である」という「疎」概念は，「禁句を持つ」という位相
的な「疎」概念と一致するという理論的に良い性質がある．

定理 11 ([20]). 正則言語 Lについて，δ∗A(L) = 0であることと，Lは禁句を持つことは同値．
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2.3 可測性
定義 12 (内密度，外密度，可測性). C,Dを言語クラスとする．A上の言語 Lに対する (A上の)C
内密度を

µCA
(L) = sup{δ∗A(K) | K ⊆ L,K ∈ CA, δ∗A(K) 6= ⊥}

で定義し，(A上の)C外密度を
µCA(L) = inf{δ∗A(K) | L ⊆ K,K ∈ CA, δ∗A(K) 6= ⊥}

で定義する．Lが (A上)C 可測であるとは，µCA(L) = µCA
(L)が成り立つことを言い，このとき

µCA(L)を µCA(L)で表し Lの (A上の)C測度と呼ぶ．Dが C可測であるとは，各アルファベットA

に対してDA に属する全ての言語がA上 C可測であることを言う．

注意 13. CAが空集合とA∗を含む場合は上記定義の infおよび supの右辺の集合は常に非空であり
0 ≤ µCA

(L) ≤ µCA(L) ≤ 1が成り立つ．密度と同様に，可測性はアルファベットに依存する (例 33

でも改めて説明する)．以降，単に「Lが C 可測である」と言った場合には，常に L ⊆ A∗ となる
最小のアルファベットA上で可測であることを意味することとし，µCA(L), µCA

(L), µCA(L)を単に
µC(L), µC(L), µC(L)とAを省略して書けることとする．
さらに，以降，本論文では常に全ての言語が密度を持つようなクラスのみについて考える．その

ため，単に「言語クラス C」と言った場合は，「任意の L ∈ Cについて Lは密度を持つ」と暗に仮定
する．実際，以降は具体的な Cについて考察する際には常に Cは正則言語のクラスREGかその部
分クラスのみを考える．また，「REG可測」を「正則可測」と呼ぶこととする．

続く 2.4 節で正則可測・正則非可測なさまざまな言語の例を紹介するが，ここでは一般に「言語
Lが C 可測である」ことの直感を説明する．言語 Lに対してあるK ∈ C が存在してK ⊆ Lかつ
δ∗A(L)−δ∗A(K) = 0となる場合に「LはCで内側から零近似可能」と呼ぶ．同様に，δ∗A(M)−δ∗A(L) = 0

なるL ⊆ M ∈ Cが存在するときに「Lは Cで外側から零近似可能」と呼ぶ．K ⊆ L ⊆ M であれば
定義より δ∗A(K) ≤ µC(L) ≤ µC(L) ≤ δ∗A(M) であるから，上のように Lが Cで内外から (K とM

で)零近似可能である場合は δ∗A(K) = µC(L) = µC(L) = δ∗A(M)となり Lは C可測となる．
しかし，Lが内外からCで零近似可能でない場合でもC可測になる場合があり (続く 2.4でそのよう

な例を説明する)，C可測性の議論ではどちらかというとこちらの場合が重要になるため，用語を導入
する．言語Lと言語の列 (Kn)nについて (1)各n ∈ NでKn ⊆ L (2) limn→∞ δ∗A(L)−δ∗A(Kn) = 0と
なる場合「列 (Kn)nは内側からLに収束する」と言う．条件 (1)の包含関係を逆 (各n ∈ NでL ⊆ Kn)

にすることで「列 (Kn)nは外側からM に収束する」も同様に定義できる．Cの言語の列 (Kn)nで
Lに内側から収束するような列が存在する場合は，定義より µC(L) = limn→∞ δ∗A(Kn) = δ∗A(L)が
成り立つ．同様に，Cの言語の列 (Mn)nでLに外側から収束するような列が存在する場合は，定義
より µC(L) = limn→∞ δ∗A(Mn) = δ∗A(L)が成り立つ．そのため Lに内側・外側から収束する Cの言
語の列 (Kn)n, (Mn)nが存在する場合は µC(L) = µC(L)となり Lは C可測となる．このとき，Cの
言語の対の列 (Kn, Ln)nは Lに両側から収束すると言う．実際，Lが C可測であることと，Lに両
側から収束する Cの言語の対の列が存在することは等価である．内外測度の基本的な性質を述べた
以下の補題は次節で用いる．

補題 14 ([21]). C を補集合に閉じた言語クラスとする．このとき言語 Lが C 可測であることと，
µC(L) + µC(L) = 1 が成り立つことは同値である．

補題 15 ([21]). クラス Cと言語K,Lについて次が成り立つ：
(不等式) δ∗A(L) 6= ⊥ならば µC(L) ≤ δ∗A(L) ≤ µC(L)．Lが C可測ならば µC(L) = δ∗A(L) = µC(L)．
(単調性) K ⊆ Lならば µC(K) ≤ µC(L)．
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(劣加法性) Cが和集合について閉じてるならば µC(K ∪ L) ≤ µC(K) + µC(L)．

µC(L)− µC(L)の値は 0から 1の間の実数値であり，直感的には言語 Lの「Cでの近似しにくさ」
を表していると考えて良い．この値 µC(L) − µC(L)を Lの C ギャップと呼ぶ．Lの C ギャップが 0

であるとは Lが可測ということであり，逆に Cギャップが 1となる場合は Lが Cによって内側から
も外側からも密度の意味で「全く近似できない」という状況を表す．

2.4 正則可測・正則非可測な言語の例
定理 16 ([21]). 以下の文脈自由言語は，全て正則言語ではないが，全て正則可測：

1. D = {w ∈ {a, b}∗ | |w|a = |w|bかつ任意の uv = wについて |u|a ≥ |u|b}.

2. B = {w ∈ {a, b}∗ | |w|a = |w|b}.

3. P = {w ∈ {a, b}∗ | wは左から読んでも右から読んでも同じ語 (すなわち回文)}.

4. O3 = {w ∈ {a, b, c}∗ | |w|a = |w|bまたは |w|a = |w|c}.

5. O4 = {w ∈ {x, x, y, y}∗ | |w|x = |w|xまたは |w|y = |w|y}.

6. G = {an1ban2b · · · ankb | k ≥ 1で各 1 ≤ i ≤ kに対して ni 6= i}.

7. K = S1{c}A∗ ∪ S2{c}A∗，ここでA = {a, b, c}で S1と S2はそれぞれ
S1 = {a}{biai | i ≥ 1}∗ S2 = {aib2i | i ≥ 1}∗{a}+

と定義されている．

補足 17. 定理 16中に表れる言語は全て文脈自由言語であるが，いずれも正則言語ではない．D,B,P
は典型的な非正則言語の例としてよく知られているが，それ以外の言語についてその複雑性を簡単
に説明する．
O3と O4は Flajolet [12]によって本質的に曖昧4な文脈自由言語であることが示されており，文

脈自由言語の中でも比較的複雑な構造を持つ．
古典的なChomsky–Schützenbergerの定理 [6]は，もし文脈自由言語 Lが無曖昧ならば，次で定

義される級数
FL(z) =

∞∑
n=0

#(L ∩An) zn

すなわちLの母関数が代数関数となることを述べている．よってLの母関数が超越関数となるなら
ば，Lは本質的に曖昧となるが，FlajoletはO4の母関数が超越関数である [12]こと，Gの母関数が
超越関数である [13]ことをそれぞれ示している．
最後に，Kemp [15]によって定義された言語 Kの複雑さについて説明する．言語の密度はもとも

と代数的符号理論 (cf. [4])などの文脈で Berstel らによって考察がなされていたが，Berstelは彼
の 1973年の論文 [2]にて任意の無曖昧文脈自由言語の密度が代数的数となることを示した．[2]以
降，密度が超越数であるような文脈自由言語が存在するかどうかは未解決であったが，1980年に
Kemp [15] がそのような言語を実際に構成した．それが定理 16の Kである．
このように，Gや Kは形式言語理論的な視点 (本質的に曖昧)からも組合せ論的な視点 (母関数・

密度がそれぞれ超越的)からも複雑な文脈自由言語であり，それにも関わらず正則言語でいくらで
も近似ができるということを定理 16は言っている．

4文脈自由言語 Lが無曖昧 (unambiguous)であるとは，Lを生成する無曖昧な文脈自由文法が存在することを言う．
文脈自由言語が本質的に曖昧とは，それを生成する無曖昧な文法が存在しないことを言う．文法が無曖昧であるとは，任
意の語 wについてその文法において wを生成する最左導出列がたかだか１つであることを言う．無曖昧な文脈自由言語
の詳細は文献 [23]の 3節を参照されよ．
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Proof. 定理 16の証明は全て [21]に書かれているが，可測性の良い例題となるため，半Dyck言語D

が正則可測であることの証明の概略をここに記す．A = {a, b}とする．まず，例 5で述べたように
Dの密度は 0であるため，∅で内側から自明に零近似できる．しかし，Dは正則言語で外側から零
近似できない．なぜなら，定理 11より正則言語 Lの密度が 0であれば禁句を含むためあるw ∈ A∗

でL∩A∗wA∗ = ∅となる．しかし，例 5で説明したようにDは禁句を持たない (稠密である)．よっ
て D ∩A∗wA∗ 6= ∅となり D ⊊ Lであるため Lは Dの外側からの零近似にはなりえない．
よってDが正則可測であることを示すためには，Dに外側から収束する正則言語の列を構成する

必要がある．各 k ≥ 1に対して Lk = {w ∈ {a, b}∗ | |w|a = |w|b mod k}と定義する．Lkは k状態
の決定性オートマトンで認識できるため，正則言語であり，特にD ⊆ Lkが各 kについて成り立つ．
簡単な解析から Lkの密度が 1/kとなることが示せ，よって正則言語の列 (Lk)k≥1は Dに外側から
収束する．

また，次の言語 L2n は文脈依存言語ではあるが，文脈自由言語ではない．この言語も正則可測で
ある．

定理 18. 言語 L2n = {a2n ∈ {a}∗ | n ∈ N} は正則可測である．

Proof. A = {a}とする．δ∗A(L2n) = 0が成り立つため，外側から収束する正則言語の列を構成すれ
ば良い．Lk = (ak)∗ ∪ {an | 0 < n < k} は正則言語であり，各 k ≥ 1に対して δ∗A(Lk) = 1/kが成
り立ち，特に limk→∞ δ∗A(Lk) = 0である．任意の k ≥ 1と n ∈ Nについて，a2

n ∈ L2k すなわち
L2n ⊆ L2k であることを示す．2n < 2kならば定義より明らかにL2k に属するので，2n ≥ 2kの場合
を考えればよいが，2n = 2k · 2n−kであるため a2

n は a2
k の 2n−k ∈ N回の繰り返しとなり (a2

k
)∗に

属する．よって正則言語の列 (L2k)k≥1は L2n に外側から収束する．

さらに，任意の実数 0 ≤ α ≤ 1に対して，δ∗A(L) = α となる正則可測な言語 Lが存在することが
示せる．

定理 19. Aが２つ以上の文字を含む場合，任意の実数 0 ≤ α ≤ 1に対して δ∗A(L) = αとなる正則
可測な言語 Lが存在する．

Proof. A = {a, b}の場合について考える (一般の場合も同様に示せる)．実数 α ∈ [0, 1]の 2進数展
開を考えると

α =

∞∑
n=1

αn2
−n

となる列 (αn)n≥1(ただし各 iで αi ∈ {0, 1})が存在する．K0 = ∅,M0 = A∗として，各 n ≥ 1につ
いて正則言語Kn,Mnを以下のように定義する：

Kn =

bn−1aA∗ ∪Kn−1 αn = 1

Kn−1 αn = 0
Mn =

Mn−1 αn = 1

Mn−1 \ bn−1aA∗ αn = 0

各 n,m ≥ 1に対して n 6= mならば bn−1aA∗ ∩ bm−1aA∗ = ∅のため，構成から任意の n ∈ Nで
Kn ⊆ Mnが成り立つ．密度の連接の性質 (補題 4)から各 n ≥ 1に対して δ∗A(b

n−1aA∗) = 2−nが成
り立つ．また，密度の加法性および差集合の性質 (補題 4)より各 n ≥ 1に対してそれぞれ

δ∗A(Kn) =

n∑
i=1

αn2
−n δ∗A(Mn) = 1−

n∑
i=1

(1− αn)2
−n

が成り立つ．よって limn→∞ δ∗A(Kn) = δ∗A(Mn) = αとなり，(Kn,Mn)nは密度が δ∗A(L) = αとな
る言語 L =

⋃
n∈NKn =

⋂
n∈NMnに両側から収束する．
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このように，多くの複雑な言語が正則可測であり，さらに正則可測な言語は非可算無限個存在す
る一方，次の言語は正則非可測である．

定理 20 ([21]). A = {a, b}上の以下の言語は全て正則非可測：
1. 各 n ≥ 1についてMn = {w ∈ A∗ | |w|a > n · |w|b}．
2. 原始語全体の集合 Q．ここで wが原始語 (primitive word)であるとは，wが非空であり，自
分よりも短い語の繰り返しとならない (vn = w ⇒ v = wかつ n = 1)ことを言う．

特に，Qと n ≥ 2の場合のMnはそれぞれ正則ギャップが 1となり，強い意味で正則非可測である．

補足 21. M1は「aの個数が bの個数よりも多い {a, b}上の文字列全体」であり，これが正則言語に
よって「近似できない」ことは最初に Eismann–Ravikumar [11]によって証明された．著者は [21]

において Eismann–Ravikumarの証明を単純化し，さらに n ≥ 2の場合においてもMnが正則非可
測であることを示した．各 n ≥ 1についてMnは決定性プッシュダウンオートマトンで受理できる
ため，決定的な文脈自由言語である．
原始語の集合Qは語の組合せ論や文字列アルゴリズムにおいて非常に重要な対象であるが「Qは

文脈自由ではない」というDömösi–Horváth–Ito予想 [9]は 30年来の未解決問題である (この予想
に関するこれまでの既存研究は書籍 [7]で網羅的にまとめられている)．著者はこの予想を肯定的に
解決するために「任意の文脈自由言語の正則ギャップは 1未満である一方，Qの正則ギャップは 1

になるのではないか」と言う予想を立てた．Qの正則ギャップが 1になることは示せたが，その後
Mn (n ≥ 2)という反例 (文脈自由言語ながら正則ギャップが 1)を見つけたというのが [21]の研究背
景である．「Qは CFL非可測である ([21])」(よって Qは文脈自由ではない)と著者は予想している
が，こちらはまだ証明も反証もされていない．

3 可測な言語族の一般的な性質
前節では正則可測・非可測な言語の具体例をいくつか見てきた．本節では可測な言語族の一般的

な性質，すなわち可測な言語全体のクラスの閉包性，および正則可測性の決定不能性について議論
する．最後に，Carathéodory条件による可測性の特徴づけも与える．

定理 22. C を Bool演算に閉じている言語クラスとする．L,K がそれぞれ C 可測であり，L,K と
C の言語から有限回の Bool演算の適用で構成される言語が密度を持つならば，補集合 L，和集合
L ∪K および積集合 L ∩K もそれぞれ C可測である．

Proof. Cは補集合に閉じているため，補題 14より Lが C可測であることと Lが C可測であること
は同値である．よって LとK が C 可測のときに L ∪K が C 可測であることを示せば十分である．
LとK にそれぞれ内側から収束する C の列 (Ln)n, (Kn)nをそれぞれ固定する．C は和集合に閉じ
ているため (Ln ∪Kn)nは Cの列となるがこれが内側から L ∪K に収束することを示そう．任意の
ϵ/2 > 0についてある δが存在して δ < nなる nでは δ∗A(L)− δ∗A(Ln), δ

∗
A(K)− δ∗A(Kn) < ϵ/2が成

り立つため，特に密度の差集合の性質 (補題 4)から
(δ∗A(L)− δ∗A(Ln)) + (δ∗A(K)− δ∗A(Kn)) = δ∗A(L \ Ln) + δ∗A(K \Kn) < ϵ (4)

が成り立つ．仮定より (L \ Ln) ∪ (K \Kn)は密度を持つため，密度の劣加法性 (補題 4)から
δ∗A((L \ Ln) ∪ (K \Kn)) ≤ δ∗A(L \ Ln) + δ∗A(K \Kn) < ϵ (5)

が得られる．(L∪K) \ (Ln ∪Kn) ⊆ (L \Ln)∪ (K \Kn) のため δ∗A((L∪K) \ (Ln ∪Kn)) < ϵ とな
り，すなわち列 (Ln ∪Kn)が内側から L∪Kに収束すること言っている．同様にして外側からの収
束列も構成できるため L ∪K は C可測である．
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定理 23. C を左商 (または右商)に閉じている言語クラスとする．Lが C 可測であり，Lの左商
a−1L(または右商 La−1) が密度を持つのであれば C可測である．

Proof. A上の言語Lが C可測として a−1Lも可測であることを示す (右商も同様に示せる)．定義よ
り Lに両側から収束する Cの言語の対列 (Kn,Mn)nが存在するが，このとき (a−1Kn, a

−1Mn)nが
a−1Lに両側から収束することを示す．
簡単のためにA = {a, b}とする (一般の場合でも同様に示せる)．まず，各a ∈ Aに対してL∩aA∗ =

aa−1Lが成り立つため，L = aa−1L ∪ bb−1L ∪ (L ∩ {ε}) と書くことができる．仮定から aa−1Lと
bb−1L は密度を持ち，さらに共通部分を持たないため密度の加法性 (補題 4)から

δ∗A(L) = δ∗A(aa
−1L) + δ∗A(bb

−1L) (6)

が成り立つ．定義より各nに対してKn ⊆ Lとなるため，a−1Kn ⊆ a−1Lとなり，特に δ∗A(a
−1Kn) ≤

δ∗A(a
−1L)であることがわかる．(Kn)nは Lに内側から収束するため，任意の ϵ/2 > 0に対してあ

る δが存在して δ < nとなる nでは δ∗A(L)− δ∗A(Kn) < ϵ/2となるが，このとき，式 (6)より同時に
δ∗A(L)− δ∗A(Kn) = (δ∗A(aa

−1L)− δ∗A(aa
−1Kn)) + (δ∗A(bb

−1L)− δ∗A(bb
−1Kn)) <

ϵ

2
(7)

が成り立つ．密度の連接の性質 (補題 4)より，不等式 (7)は
1

2
(δ∗A(a

−1L)− δ∗A(a
−1Kn)) +

1

2
(δ∗A(b

−1L)− δ∗A(b
−1Kn)) <

ϵ

2

と変形でき，ここから各 n > δについて δ∗A(a
−1L)− δ∗A(a

−1Kn) < ϵが成り立つことが言え，すな
わち (a−1Kn)nは a−1Lに内側から収束する列となっている．同様に，(a−1Mn)nは a−1Lに外側か
ら収束する列となることも示せる．

正則言語によって近似できる言語全体のクラスを
Ext(REG) = {L ⊆ A∗ | LはA上正則可測 }A:アルファベット

と書くことにする．定理 23で示した閉包性および定理 20から，文脈自由言語の正則可測性の決定
不能性は（次の予想を仮定した上で）Greibachのメタ定理 [14]5を用いることで示せる．なお文脈
自由言語の定義は省略するが，必要であれば [23]の 3節を参照されよ．

予想 24. 文脈自由言語 L ⊆ A∗が密度を持つならば，その商 a−1L,La−1も密度を持つ．

定理 25. 予想 24が正しければ，与えられた文脈自由文法が正則可測な言語を生成するかどうかは
決定不能．

Proof. 文脈自由言語全体のクラスをCFLで表す．CFLは左右からの商に付いて閉じている．また，
仮定および定理 23より正則可測な文脈自由言語全体 P = ExtA(REG) ∩CFLもまた左右からの商
について閉じている．明らかにREG ⊆ P が言え，また定理 20-(1) より正則非可測な文脈自由言語
が存在するため P ⊊ CFLである．CFLにおいては普遍性 (universality: 与えられた文脈自由文法
について，その文法が A∗を生成するかどうか)が決定不能であるため，Greibachのメタ定理 [14]

より，与えられた文法が正則可測な文脈自由言語を生成するかどうかも決定不能である．

最後に，C可測であることの Carathéodory条件による特徴付けを与える．以下の定理の証明は，
形式言語の密度特有の条件も入っているが，議論の骨子は通常の測度論における Lebesgue可測性
の Carathéodory条件による特徴付けと同様である (cf. [22]の定理 5.1の証明 (p.81))．

5紙面の都合上正確な言明は省略するが，Greibachのメタ定理は「(CFLのような)ある程度の複雑さを持つ言語族 C
において，任意の正則言語で成立する性質 P がある L ∈ C において成立しない場合，与えられた C の言語 (の記述)が
性質 P を満たすかどうかは決定不能」であることを言っている．
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定理 26. Bool演算に閉じたクラス Cと言語 L ⊆ A∗について考える．Lおよび Cの言語に対して
有限回 Bool演算を適用して得られる任意の言語が密度を持つ場合，Lが C 可測であることと次の
Carathéodory 条件は同値：

∀X ⊆ A∗ µC(X) = µC(X ∩ L) + µC(X ∩ L). (8)

Proof. LがCarathéodory条件 (8)を満たせば，特にX = A∗と置くことで µC(A
∗) = 1 = µC(L) +

µC(L) となり，Cは補集合に閉じているため補題 14より L は C可測であることが直ちに得られる．
Lが C 可測であると仮定して Carathéodory条件 (8)を満たすことを示す．任意のX ⊆ A∗につ

いて，µC の定義より任意の ϵ > 0に対して X ⊆ K かつ δ∗A(K) ≤ µC(X) + ϵが成り立つK ∈ C
が存在する．LおよびK,K ∈ Cはそれぞれ C可測であり，仮定より Bool演算K ∩ LとK ∩ Lは
それぞれ密度を持つため，定理 22よりそれぞれ C 可測でもある．K = (K ∩ L) ∪ (K ∩ L)かつ
(K ∩ L) ∩ (K ∩ L) = ∅のため密度の加法性 (補題 4)より

δ∗A(K) = δ∗A(K ∩ L) + δ∗A(K ∩ L) (9)

が得られる．よって，
µC(X) ≥ δ∗A(K)− ϵ = δ∗A(K ∩ L) + δ∗A(K ∩ L)− ϵ (10)

≥ µC(X ∩ L) + µC(X ∩ L)− ϵ (11)

となり，ϵ > 0は任意に取っていたため最終的に
µC(X) ≥ µC(X ∩ L) + µC(X ∩ L) (12)

が得られる．逆向きの不等式は µC の劣加法性 (補題 15)から直ちに言える．

4 正則言語の局所多様体と可測性
本節では，局所多様体と呼ばれる良い閉包性を持った正則言語のいくつかの部分クラスについ

て，その可測性を明らかにしていく．正則言語の局所多様体の定義や，その有限モノイドとの対応
(Eilenberg型の定理)の説明には代数的言語理論の基礎知識が不可欠のため，続く 4.1 節で簡単に
入門する．

4.1 代数的言語理論の基礎とEilenbergの多様体定理
代数的言語理論では，まずA∗を連接 ·を二項演算として持った代数構造 (εを単位元とした自由

モノイド)とみなし各概念を定義していく．言語 L ⊆ A∗について，その統語的合同関係 (syntactic

congruence) ≡Lは
v ≡L w ⇔ ∀x, y ∈ A∗(xvy ∈ Lと xwy ∈ Lは同値)

と定義される A∗上の二項関係であり，これは A∗上の合同関係 (同値関係かつ u ≡L w ⇒ ∀x, y ∈
A∗(xuy ≡L xwy))となる．L ⊆ A∗の統語モノイド (syntactic monoid)Synt(L)とは自由モノイド
A∗をこの合同関係 ≡Lで割ったモノイド Synt(L) = A∗/ ≡Lである．Synt(L)は A∗を割ったモノ
イドであるため，自然な全射準同型 ηL : A∗ → Synt(L)が導出されるが，これを Lの統語準同型
(syntactic morphism)と呼ぶ．定義より，任意の言語 Lについて L = η−1

L (ηL(L))が成り立つ．

例 27. A = {a}として言語L = (aa)∗について考える．２つの自然数 n,mの偶奇が等しい (n = m

mod 2)とき，任意の x, y ∈ A∗について語 xanyと語 xamyの長さの偶奇は等しいため，それらが
Lに属するのは同値である．よって an ≡L amが成り立つ．逆に，n,mの偶奇が異なるのであれば，
anか amの偶数長の方だけが Lに属するため an 6≡L amとなる．よって Lの統語モノイドは位数 2

の群と同型 Synt((aa)∗) ∼= Z/2Zとなる．
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次に，A = {a, b}として半Dyck言語D ⊆ A∗について考える．語w中に表れる括弧の整合的な対応
を意味するabという部分語を全て消して得られる語をTrim(w)として表す．例えばTrim(aabb) = ab

でありTrim(b ab ab a) = baとなる．簡単な考察から，任意の語wについてその不動点Trim∗(w)が
一意に定まり Trim∗(w) = bman (m,n ∈ N)という形となることが分かる (aのあとに bが来ればそ
れは Trimによって消されるので，不動点は aのあとに bは来ない)．w ∈ Dと Trim∗(w) = εは同
値であり，実際，括弧の対応の整合性が取れているかどうかは Trim∗(w)のみが重要であり，特に
u ≡D v ⇔ Trim∗(u) = Trim∗(v)が成り立つ．よって Synt(D)は 2元 p, qで生成され pq = 1という関
係のみを満たすモノイドB = 〈{p, q} | pq = 1〉 (これは bicyclicモノイドと呼ばれる) と同型となる．
このとき統語準同型 ηD : A∗ → BはTrim∗(w) = bmanとなる各w ∈ A∗に対して ηD(w) = qmpnと
写し，Bの単位元 1について η−1

D (1) = Dが成り立つ．モノイドBにおいては (m,n) 6= (m′, n′)な
らば qmpn 6= qm

′
pn

′ のため，特にBは無限モノイドである．
最後に，回文全体の集合 P = {ε, a, b, aa, bb, aaa, aba, · · · }について考える．このとき実は u ≡P

v ⇔ u = vであることが示せ，統語モノイドは A∗そのものとなる．このように統語的合同関係が
自明な恒等関係になる言語は分離的 (disjunctive)と呼ばれ，分離的な言語の統語モノイド (すなわ
ち自由モノイド) には代数的な情報はなにもない．

例 27で見たように，言語によっては統語モノイドは有限になったり無限になったりするが，以
下の定理は正則言語の場合は必ず有限になりまたその逆も成り立つことを言っている代数的言語理
論の基本的な定理である．

定理 28 (Myhill-Nerode [16]). 任意の言語 L ⊆ A∗について，Lが正則であることと，Synt(L)が
有限であることは同値．

ある有限モノイドM に対して，一般にM ∼= Synt(L)となるような正則言語 Lは多数存在する
(例えば Synt((aa)∗) = Synt(a(aa)∗) ∼= Z/2Z，より一般に言語 Lとその補集合 Lの統語モノイドは
等しい)．逆に，ある言語 Lに対して L = η−1(S)を満たすような準同型 η : A∗ → M と部分集合
S ⊆ M を持つ有限モノイドは多数ある．このように，有限モノイド全体と正則言語全体の間には多
対多の関係があるが，「ある種の良い閉包性を満たす正則言語のクラス全体」と「ある種の良い閉包
性を満たす有限モノイドの族全体」には綺麗な１対１が存在することが知られている．

定義 29 (正則言語の多様体). 正則言語のクラス C ⊆ REGが次の３つの閉包性を満たすとき，Cを
多様体 (variety)と呼ぶ．
(L1) Cは Bool演算に閉じている (L,M ∈ C ⇒ L,L ∪M,L ∩M ∈ C)．
(L2) Cは左右からの商に閉じている (L ∈ C, a ∈ A ⇒ a−1L,La−1 ∈ C)．
(L3) Cはモノイド準同型の逆像に閉じている (L ∈ CA, h : B∗ → A∗ ⇒ h−1(L) ∈ CB)．

定義 30 (有限モノイドの多様体). 有限モノイドの族 V ⊆ Monが次の３つの閉包性を満たすとき，
Vを多様体 (pseudovariety)と呼ぶ．
(M1) 除モノイド (divisor)を取る操作について閉じている．ここでモノイドM がN の除モノイ

ドであるとは，ある準同型 h : N → M とN の部分モノイドN ′が存在して h(N ′) = M が成
り立つことを言う．

(M2) 有限直積に閉じている (M1, . . . ,Mn ∈ V ⇒ M1 × · · · ×Mn ∈ V).

有限モノイドの族V ⊆ Monを含む最小の多様体を 〈V〉で表す (多様体の積集合も多様体になるため，
〈V〉は常に一意に存在する)．
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定理 31 (Eilenbergの多様体定理 [10]). 正則言語の多様体全体と有限モノイドの多様体全体は一対
一に対応する．より精確に，正則言語の多様体 C ⊆ REGおよび有限モノイドの多様体 V ⊆ Monに
対する写像
F (C) = 〈{Synt(L) | Aは文字集合, L ∈ CA}〉 G(V) = {L ⊆ A∗ | Synt(L) ∈ V}A:有限アルファベット

がそれぞれ正則言語の多様体と有限モノイドの多様体間の全単射となっており，さらに互いに逆写
像となっている．

正則言語全体REGAは自明な多様体の例であり，これに対応する有限モノイドの多様体は有限モ
ノイド全体Monである．歴史的には，非常に多くの非自明な正則言語の多様体と有限モノイドの
多様体が発見されており (cf. [17, 8])，その中でも古典かつ有名な例は次の星無し言語と非周期的
な有限モノイドの対応であろう．ここで，モノイドM が非周期的 (aperiodic)であるとは，任意の
m ∈ M に対してある n ≥ 1が存在してmn = mn+1が成り立つことを言う．

定理 32 (Schützenbergerの定理 [19]). 星無し言語の多様体 SFと非周期的な有限モノイドの多様体
Apが対応する．すなわち L ∈ SF ⇔ Synt(L) ∈ Apが成り立つ．

例 2で (aa)∗ ⊆ {a}∗が星無し言語でないことを証明無しで言及したが，上の Schützenbergerの
定理を使えば即座に示すことができる：(aa)∗の統語モノイドは位数 2の群 Z/2Zであり，単位元で
はない元 x ∈ Z/2Zについて xn 6= xn+1が任意の n ≥ 1で成り立つため周期的である．
次項からは密度・可測性で定義されるような正則言語の部分族についての考察を展開していくが，

一般に，密度や可測性は準同型の逆像について閉じていない．そのため「密度が 0か 1となる正則
言語全体」のクラス ZOは多様体とはならない．

例 33. Lを A上の正則可測でない言語とする．Aに新たな文字 c /∈ Aを加えたアルファベット
B = A ∪ {c} を考えると，LをB上の言語と考えるとA∗は cを禁句として持つため無限の猿定理
より δ∗B(A

∗) = 0 であり，よってL ⊆ B∗の密度はB上で 0となり，Lは正則言語の定数列 (∅, A∗)n

で明らかに近似できる．そのため Lは B においては可測であるが，A∗ から B∗ への包含準同型
h : A∗ → B∗ の逆像 L = h−1(L)は A上の言語で仮定より可測ではない (よって密度も持たない)．
そのため，密度や可測性は準同型の逆像によって保存されない性質であることがわかる．一般に，
密度や可測性などの言語の母関数に立脚した概念は準同型の像や逆像と相性が悪い (大抵の場合は
保存されない)．

しかし，ZOは準同型の逆像に閉じていないだけで次の意味で多様体を一般化した概念の具体例
となっており，さらに一般化された多様体概念でも Eilenberg 型の定理が成り立つことが知られて
いる．

定義 34 (正則言語の局所多様体). 正則言語の族 C ⊆ REGAが定義 29の２つの閉包性 (L1)と (L2)

を満たすとき， CをA上の局所多様体 (local variety)と呼ぶ．

定義 35 (有限モノイドの局所多様体). アルファベットAで生成される有限モノイドの族 V ⊆ Mon

が次の閉包性を満たすとき，VをA上の局所多様体 (local pseudovariety)と呼ぶ．
(M’1) 準同型の像を取る操作について閉じている．
(M’2) 部分直積 (subdirect product)に閉じている．すなわちM1, . . . ,Mn ∈ Vならば，その直積

M1 × · · · ×Mn の部分モノイドM が「各 1 ≤ i ≤ nから自然に誘導される射影 pi : M → Mi

が全て全射」という性質を満たすならばM ∈ V．

定理 36 (局所多様体版の Eilenberg型定理 [1]). 正則言語の局所多様体全体と有限モノイドの局所
多様体全体は一対一に対応する．
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局所多様体は、言語クラスとなる多様体とは異なり、固定されたアルファベットA上の言語族に
対する概念である．A上の正則言語全体REGAが局所多様体であることは，REGが多様体である
ことから明らかであるが，2節で導入した言語族FINと ZOも次で説明するように局所多様体となっ
ており，次項から FIN,ZO, SFのそれぞれの可測性について中心的に議論を行う．

例 37. 有限または補有限な言語全体のクラスを FINとし，冪零な有限モノイドの全体を Nilとす
る．ただしモノイドM が冪零 (nilpotent)であるとは，ある元 z ∈ M が存在して任意のm ∈ M に
対して z ·m = m · z = z が成り立ち (この様な元 zを零元と呼ぶ)，任意のmに対してある i ≥ 1で
mi = zとなることを言う．FINとNilはそれぞれ正則言語と有限モノイドの局所多様体となってい
る．さらに，FINと Nilが対応する．すなわち L ∈ FIN ⇔ Synt(L) ∈ Nil．

例 38 ([20]). 密度が 0か 1の正則言語全体のクラスを ZOとし，零元を持つ有限モノイド全体を
Zとする．ZOと Zはそれぞれ局所多様体となっている．さらに，ZOと Zが対応する．すなわち，
L ∈ ZO ⇔ Synt(L) ∈ Z．

4.2 局所多様体の閉包作用素としてのCarathéodory拡張
定理 39. アルファベットA上の言語族 C ⊆ 2A

∗ を C可測な言語全体へ写す以下の写像
ExtA(C) = {L ⊆ A∗ | L は A上 C可測 }

は，A上の言語族の閉包作用素となっている．すなわち，C,D ⊆ 2A
∗ について以下を満たす：

拡大的： C ⊆ ExtA(C)．
単調的： C ⊆ Dならば ExtA(C) ⊆ ExtA(D)．
冪等的：ExtA(ExtA(C)) = ExtA(C)．

Proof. 拡大的・単調的であることは定義より明らかであるため，冪等的であることを示す．L ∈
ExtA(ExtA(C))について考える．定義より Lに両側から収束するような ExtA(C)に属す言語の対
列 (Kn,Mn)n が存在する．各 nに対して Kn,Mn はそれぞれ ExtA(C)に属するため，Kn に内側
から収束する C の列 (K(n,i))i とMn に外側から収束する C の列 (M(n,i))i が存在する．このとき，
(K(n,n),M(n,n))nはLに両側から収束する Cの対列となっているためL ∈ ExtA(C)が成り立つ．

また，任意の正則言語は密度を持ち (系 9)，さらに正則言語全体はBool演算と左右からの商につ
いて閉じているため，局所多様体の定義と定理 22–23から次の系が得られる．

系 40. 正則言語の局所多様体 C ⊆ REGAについて，ExtA(C) ∩ REGAも局所多様体である．

1 節で提起したとおり，拡張 ExtA(REG)(または ExtA(REG) ∩ CFL)の性質を明らかにしたい．
しかし，2.3 節で説明したとおり，ExtA(REG)は非常に複雑な言語も含んでおり，また CFLは理
論的に明らかになっていない点が多く，これは現時点で難しい問題と思われる．
本節では以降，ExtA(REG)やExtA(REG)∩CFLのある種の「ミニチュア」であるExtA(ZO)∩

REGやExtA(SF)∩REGについて考察する．以降，拡張の像を正則言語に制限した写像をRExtA(C) =
ExtA(C) ∩ REGAで表す．
定義より，密度が 0 (あるいは 1)な言語の列 (Ln)n で近似できるような言語は同じく密度が 0

(あるいは 1)な言語に限る．よって次の定理が成り立つ (ExtA(ZOA)は非正則な言語も含むため
ZOA ⊊ ExtA(ZOA)となることに注意)．また，似たような議論で有限・補有限な局所多様体 FINA

についても，RExtAは拡張しないことが示せる．

定理 41. 任意のAについて，RExtA(ZOA) = ZOA．

定理 42. 任意のAについて，RExtA(FINA) = FINA．
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また，アルファベットが単元集合からなる場合は，SFA = FINAが成り立つことが知られている
ため，次の系が得られる．
系 43. アルファベットA = {a}においては ExtA(SFA) = SFA = FINAが成り立つ．
しかし，アルファベットが単元集合でない場合は事情が異なってくる．

定理 44. 2つ以上の文字を含むAにおいて，RExtA(SFA) ⊋ SFA．
Proof. 前項で説明したとおり (aa)∗ /∈ SFA であるため，(aa)∗ ∈ RExtA(SFA)であることを示す．
Aは 2つ以上の文字を含むため，(aa)∗ ⊆ a∗ = A∗ \ A∗(A \ {a})A∗ の密度は共に 0となり，した
がって星無し言語の対の定数列 (∅, a∗)nが (aa)∗に両側から収束する．

定理 45. アルファベットA上の星無し言語 L ∈ SFAについて，δ∗A(L) > 0ならば Lは奇数長の語
も偶数長の語も両方含む．
Proof. ηL : A∗ → Synt(L)を Lの統語準同型とし，ηL(L) = S ⊆ Synt(L)と置く．Lは正則言語で
あるため Synt(L)は有限である．モノイドM の空でない部分集合 I 6= ∅がMIM = {abc | a, c ∈
M, b ∈ I} ⊆ I を満たすとき I をイデアルという．イデアル I と J の積 IJ ⊆ I ∩ J もまたイデアル
になるため，イデアル全体の積はM が有限な場合は (包含関係で)最小なイデアルとなる (M が無
限の場合は全体の積が空集合になり得る)．Synt(L)の最小イデアルをK と置き，k ∈ K の逆像と
なる語をそれぞれ wk ∈ η−1

L (k)と置く (ηLは全射なので必ずそのような語が存在する)．
このとき，δ∗A(L) > 0 という仮定から S ∩K 6= ∅が言える．なぜなら，K に属さない任意の元

m ∈ Synt(L) \K および任意の文字列 x, y ∈ A∗について，ηL(xwky) = ηL(x) · k · ηL(y) ∈ K のた
め特に ηL(xwky) 6= mとなるからである．これはすなわち η−1

L (m)が wk を禁句に持つことを意味
しており，よって無限の猿定理より η−1

L (m)の密度は 0となる．密度が 0な言語の有限個の和集合
はやはり密度 0であるため，δ∗A(η

−1
L (K)) = 1が成り立つ．そのため，Lの密度が非零であるために

は Sが少なくとも１つK の元を含んでいる必要がある．その様な元 t ∈ S ∩K を１つ固定する．
δ∗A(η

−1
L (K)) = 1であるため，特にη−1

L (K)はある奇数長の語woddを必ず含む (そうでないとすると
密度が 1/2以下になってしまう)．woddの像をmodd = ηL(wodd)とする．このとき，Schützenberger
の定理より Synt(L)は非周期的であるため，ある i ≥ 1が存在してmi

odd = mi+1
oddが成り立つ．Kは

最小イデアルであるため，x ·mi
odd · y = t となる元 x, y ∈ Synt(L)が存在する (そうでないとすると

moddで生成されるイデアル Synt(L) ·modd · Synt(L)がK よりも真に小さいイデアルとなってしま
うためK の最小性に反する)．そのような元 x, yに対して wx ∈ η−1

L (x), wy ∈ η−1
L (y)をそれぞれ固

定する．すると２つの語 wxw
i
oddwy と wxw

i+1
oddwy は

ηL(wxw
i
oddwy) = x ·mi

odd · y = t = x ·mi+1
odd · y = ηL(wxw

i+1
oddwy)

を満たすため，それぞれLに属する．woddの長さは奇数であったため，wxw
i
oddwyとwxw

i+1
oddwyの

長さは偶奇が異なる．よって定理が示された．

言語 (AA)∗ の密度は 1/2であるが，定理 45より正測度な星無し言語 Lは必ず奇数長の語を含
むため L ⊊ (AA)∗ となり，したがって µ

SFA
(AA∗) = 0となり，補集合について考えると同様に

µSFA
(AA∗) = 1が得られる．

系 46. 任意のアルファベットAにおいて (AA)∗ /∈ ExtA(SFA). 特に，(AA)∗の SFギャップは 1．
定理 44と系 46をまとめると，RExtAは SFを非自明な局所多様体に拡張することがわかる：

系 47. ２つ以上の文字を含むAにおいて，SFA ⊊ RExtA(SFA) ⊊ REGA.

定理 48. A上の正則言語 Lについて，以下は同値：
1. Lは SFA可測．
2. Synt(L)の最小イデアルが非自明な部分群を含まない．
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5 おわりに
本論文では可測性の一般的な性質や，いくつかの局所多様体に対して可測性を明らかにしてきた．

1 節で提起したとおり，拡張 ExtA(REG)(またはRExtA(REG)∩CFL)の性質を明らかにしたいと
いのが本研究の基本的な動機である．しかし，現時点では文脈自由言語は明らかになっていない点が
多く，ExtA(REG)∩CFLの考察は理論的に興味深いものの難しい問題と思われる．例えば予想 24

のような基本的な問題も未解決であり，また次の問題も未解決である．無曖昧文脈自由言語に対し
ては代数関数の理論を使うことで密度を持つことが言えるはず (あるいは folklore)であるが，一般
の文脈自由言語については母関数の理論が確立していないため別の道具が必要かもしれない．

問題 49. 任意の文脈自由言語は密度を持つか？

前節では#(A) ≥ 2の場合，RExtAは SFAを非自明な局所多様体に拡張したが，この局所多様
体の特徴づけは今後の課題である．

問題 50. RExtA(SFA)はどのような局所多様体か？RExtA(SFA)に対応する有限モノイドの局所多
様体は何か？正則言語 Lについて L ∈ RExtA(SFA)を決定するアルゴリズムは存在するか？

また，Eilenberg型の定理 (定理 36)から，A上の正則言語の局所多様体 CにはA生成有限モノイ
ドの局所多様体 V(C)が，逆にA生成有限モノイドの局所多様体 VにはA上の正則言語の局所多様
体 C(V)が一対一に対応する．よって正則言語の局所多様体上の閉包作用素RExtAに対応する有限
モノイドの局所多様体上の閉包作用素MExtA : V 7→ V(RExtA(C(V)))が自然に誘導される．

問題 51. 有限モノイドの局所多様体の閉包作用素MExtAを純代数的に特徴づけられるか？

言語 Lが正則可測であるとは直感的には「Lが正則言語で任意の精度で近似できる」ということ
であり，自然な概念である．計算量を下げるために決定問題の厳密解ではなく近似解を求めること
はよくあり，正則可測性がそのような場面に理論的・実用的に応用できる可能性もあるかもしれな
い．また，言語の学習においてはある種の収束概念 (極限同定)を考えるが，これを正則可測性の文
脈での収束に置き換えるとどうなるだろうか．正則可測性の応用は今後の課題であり，本論文を通
じて正則可測性を知った読者の方々にもぜひ考えてもらえるとありがたい．

謝辞 丁寧に論文を読んでコメントいただいた PPL2021の査読者に感謝する．本研究は JSPS科
研費 JP19K14582の助成を受けたものである．
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